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e Zweistiindige Priifung.

Winter 2016

e Erlaubte Hilfsmittel: 20 A4-Seiten eigene Notizen (von Hand geschrieben). Ta-
schenrechner sind NICHT erlaubt.

e Alle Aufgaben werden gleich gewichtet.

e Begriinden Sie jeweils Thre Aussagen. Nicht motivierte Losungen (ausser bei der

Multiple-Choice-Aufgabe) werden nicht akzeptiert!

e Tragen Sie die Losung der Aufgabe 6 (Multiple Choice) auf dem Extrablatt ein.
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Punkte

e Bitte fiillen Sie zuerst das Deckblatt aus.

e [egen Sie Thre Legi auf den Tisch.

e Schalten Sie Ihr Handy aus.

e Beginnen Sie jede Aufgabe auf einer neuen Seite, und schreiben Sie
Thren Namen auf alle Blitter.

e Bitte nicht mit Bleistift schreiben. Auch nicht mit rot oder griin.

e Versuchen Sie Ihren Losungsweg moglichst klar darzustellen
und arbeiten Sie sorgfiltig!

o Schauen Sie das Priiffungsblatt erst an, wenn der
Assistent das Signal dazu gibt!

Viel Erfolg!



1. Gegeben seien die Vektoren

1 2 3
aW=| 1|, a®= a® = | _3
0 —2 3

a) Konstruieren Sie mit Hilfe des Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahrens aus a(!), a(?), a®)

eine orthonormale Basis b("), b3, () beziiglich des Standardskalarprodukt in R?.

b) Bestimmen Sie eine QR-Zerlegung von A = [a(V) ¢ a®)].

2. Fiir ein Experiment betrachtet man das folgende Model
y = bx + Pa.
Zur Bestimmung der Parameter 3, 3> € R liegen die folgende Messungen fiir y;, ¢ = 1,2, 3, vor:

2 0 -2
V6 -6 2V6

X

Yi

Die Parameter 3; und f3, sollen bestimmt werden, so dass S, |y; — (812, + ()|* minimal wird.
Schreiben Sie dies als ein Ausgleichungsproblem der Form
AB=b

und I6sen Sie es mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung.

3. Gegeben sei die Matrix

A=1-2 0 =2

a) Bestimmen Sie eine Matrix 7" und eine Diagonalmatrix D, so dass A = T DT ! gilt.

b) Nehmen sie an, dass die Matrizen 7" und D schon in Matlab eingegeben wurden, wie auch
ein Spaltenvektor v der Linge 3. Schreiben Sie einen Matlab-Code, der w = A'%v berechnet.
Dabei diirfen keine Potenzen von Matrizen mit ~ berechnet werden und auch keine Schleifen
benutzt werden.

Siehe nachstes Blatt!



4. Sei P* der Vektorraum der Polynome vom Grad < 4. Betrachten Sie die folgende Abbildung F von
P*in sich
F: P+ — P
f@) — af'(z) + f(x)

a) Zeigen Sie, dass F eine lineare Abbildung ist.

b) Gegeben sei im Urbildraum und im Bildraum die Basis 1, z, 22, 23. Durch welche Matrix A
wird F beschreiben?

¢) Gegeben seien im Urbildraum die Basis 1 + x, 1 — x, 22 — 1, 1 + 22 — 222 + 2 und im
Bildraum dieselbe Basis wie in b). Welches ist die neue Matrix B, die F nach dem Basiswech-
sel beschreibt?

5. a) Gegeben seien xy < z; < ... < x, und die folgende Menge von Funktionen

M ={f € Clzg,x,] : f

w1,z € Polvicr, @), =1,...,n}.

Diese Funktionen sind stetig auf [z, z,,] und auf jedem Teilintervall [x;_;, ;] ein Polynom mit
Grad < 2. Zeigen Sie: M ist ein linearer Raum (Vektorraum).

b) Nun betrachten wir die Funktionen fy, ..., f, € M mit der Eigenschaft

oy ={y 150 e

Zeigen Sie, dass fy, ..., f, linear unabhingig sind.

6. Multiple Choice: Auf dem Extrablatt Richtig oder Falsch ankreuzen.

a) Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem mit m Zeilen, n Spalten und Rang r. Das Glei-
chungssystem ist nicht fiir beliebige rechte Seiten 16sbar, wenn r < m.

b) Die folgenden drei Vektoren bilden eine Basis des R?:

1 1 1
11,(0],]-1
—1 1 0

¢) Die LR-Zerlegung angewandt auf die Matrix A liefert die Rechtsdreiecksmatrix

3 01 2

01 3 5
R =

0 0 5 2

0 00 4

Daraus folgt det A = 60.

Bitte wenden!



d) Gegeben seien zwei n x n-Matrizen A und B. Ist A ein Eigenwert von A und auch ein Eigenwert
von B, dann ist A ein Eigenwert von A + B.

e) Die Dimension des Bildes von

21 -1 2
A=11 0 -1 0
31 -2 2

betrigt 2.

f) Sei A eine 3 x 3-Matrix mit 3 verschiedenen Eigenwerten. Wir betrachten das Anfangswert-
problem

y(t) = Ay(t), y(0) = yo.

Es gilt: Ist y, ein Eigenvektor von A zu einem Eigenwert A < 0, so strebt y(¢) gegen 0 fiir
t — oo.

g) Sei

A=

-1 -1 1
0 -1 -1}
Zudem sei U, S,V eine Singulidrwertzerlegung von A, so dass A = USVT. Es gilt:

V3 0 0
S_lo ﬁo]’

h) Die Matrix

1 3 =2
A=13 -4 7
-2 7 -1

ist orthogonal-dhnlich zu einer Diagonalmatrix.



